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Resumen: El error aleatorio es contra intuitivo porque su representacion lineal muestra de forma simultanea
los signos positivo y negativo para la misma referencia. La literatura tipica en los campos de la estadistica y
de la metrologia ofrece pocos apoyos graficos para comprender este fenébmeno. Este trabajo expone el
proceso para calcular el error aleatorio por medio de la desviacién estandar, analiza las caracteristicas de los
errores en el plano cartesiano y concluye que el error aleatorio es imaginario. Como resultado se proponen

las definiciones de error real y error imaginario.
1.  INTRODUCCION

El error aleatorio tiene su expresién mas conocida
en la desviacion estandar (o tipica)’; las
propiedades matematicas del concepto se describen
con mayor o menor detalle en literatura de los
campos de la estadistica y la metrologia.

Es comin encontrar definiciones en prosa con la
expresion algebraica que le corresponde, en
algunas ocasiones se acompafian con un gréfico
lineal.

En raras ocasiones se explica la razén para
transformar los célculos lineales de la desviacion
estandar como una suma de cuadrados y en menos
ocasiones se ofrecen gréficos que soporten su
comprension.

Por lo anterior, el apartado dos explica los
conceptos basicos por cuatro medios: prosa,
algebra, numeros y gréficos’; el énfasis esta
orientado para vincular conceptos de metrologia con
estadistica.

Durante la explicacién se analiza el error aleatorio
en el plano cartesiano y presenta los argumentos
que permiten concluir que los cuadrantes Il y IV son
simultaneos, que los valores que se registran en
esas areas son imaginarios y que la desviacion
estandar pertenece a estos cuadrantes.

El apartado tres propone dos definiciones de error
como resultado de este trabajo.

! Si bien los conceptos desviacién estandar y

desviacion tipica se refieren a lo mismo, en este
trabajo se utiliza el primero.

% Esta idea se toma del prefacio del libro “Calculo.
Trascendentes tempranas”, por James Stewart [1].

Este trabajo tiene su origen en dos preguntas que
se plantearon en «Incertidumbre a cuadros»: “¢qué
ocurre graficamente con las areas que obtienen
signo negativo? ¢COmo interactian los cuadrantes
20, 3° y 4° del plano cartesiano?” [2] Igual que en el
trabajo anterior, la intensién es ofrecer un apoyo
didactico para el andlisis del error aleatorio.

2. CONCEPTOS BASICOS

El error aleatorio es un concepto que se construye
con los conceptos y calculos que se describen en
los subapartados que siguen.

2.1. Error de medida

En el campo de las mateméticas el error es la
“diferencia entre el valor medido o calculado y el
real” [3] en la metrologia es la “diferencia entre el
valor medido de una magnitud y un valor de
referencia” [4]; ambas definiciones son coherentes.

Considerando lo anterior, el error (¢) siempre hace
referencia a una operacién aritmética, la resta,
donde un valor de referencia (vr) se sustrae de un
valor observado (vo0), su expresion algebraica es

e=vo—vr (2)

donde el residuo puede adquirir uno de tres valores:

Sivo<vr »e<0 (1.1)
Sivo=vr »e=0 1.2)
Sivo>vr —>e>0 1.3)

Para el caso (1.1) el residuo tiene valor negativo, -e ,
esto significa que el valor observado esta por debajo
del valor de referencia.
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Para el caso (1.2) el residuo tiene valor cero, e = 0,
esto significa que el valor observado es idéntico al
valor de referencia, no hay error.

Para el caso (1.3) el residuo tiene valor positivo, +e,
esto significa que el valor observado esta por arriba
del valor de referencia.

De los casos anteriores se concluye que los signos
del error de medida son mutuamente excluyentes:
€s positivo o0 es negativo.

El error de medida se interpreta con dos elementos
que lo forman: primero el signo que informa sobre la
ubicacién del valor observado con respecto al valor
de referencia, segundo el valor numérico que
cuantifica la diferencia entre los valores.

Como ejemplo, considere un patrén de trabajo con
valor de 10 mm, el instrumento de medida presenta
9.8 mm, el error de medida e se calcula como sigue

e=98mm—10mm

al sustituir los valores en la ecuacion (3) se produce
el resultado que se muestra a continuacion

X =((533+534+536+537) mm)/ 4 @
Xx=535mm

con la representacion gréafica de la figura 2

e=-0.2mm @
La figura 1 muestra su representacion grafica
9.8 mm 10 mm

V'
v

&

-0.2 mm

Fig. 1 Sentido y cuantificacién del error de medida.
2.2. Media aritmética

En el campo de la estadistica, la media aritmética,
en lo sucesivo la media, es el valor esperado de un
conjunto de datos, su célculo representa una
medida de tendencia central. Este concepto no se
define para el campo de la metrologia. La ecuacion
(3) presenta su forma de calculo.

n X;
Li=17i (3)

n

Es importante observar que, a diferencia del
concepto del error, el célculo de la media no
requiere de valores externos al proceso, la media se
puede calcular sin necesidad de una referencia.

Como ejemplo, considere que se realizan, con el
mismo instrumento, en la misma pieza, cuatro
mediciones de longitud en la misma posicién cuyos
resultados son: 5.33 mm; 5.34 mm; 5.36 mm 'y 5.37 mm,;

Fig. 2 La media en el conjunto de 4 datos.

Como se observa en el ejemplo, la media es el valor
en el centro del conjunto, se puede decir que 5.35
mm €S un valor adecuado para representar ese
conjunto de datos.

2.3. Error aleatorio de medida

En el campo de la metrologia el error aleatorio es el
“componente del error de medida que, en
condiciones  repetidas, varia de manera
impredecible”, la nota 1 del VIM para este concepto
sefiala “el valor de referencia para un error aleatorio
es la media que se obtendria de un namero infinito
de mediciones repetidas del mismo mensurando”
[5]. El concepto estadistico mas cercano a lo
anterior es la desviacion estandar.

2.4. Desviacion estandar

En el campo de la estadistica la desviacion estandar
se define como la raiz cuadrada de la varianza que
a su vez representa el promedio del cuadrado de la
distancia de cada punto con respecto de la media.

En el campo de la metrologia el concepto se define
con mayor precision segun su uso, por ejemplo, la
GUM?® la define como la “desviacién estandar
experimental” [6], la norma ISO 5725-1 presenta las
definiciones “desviacion estandar de repetibilidad” y
desviacion estandar de reproducibilidad” [7], segun
las condiciones experimentales en las que se
obtienen los datos.

La desviacion estadndar se calcula de dos formas,
segun las caracteristicas del conjunto de datos: al
calcular el total de los datos posibles se obtiene una
desviacion estandar poblacional; al calcular un

® Guide to the expression of uncertainty of

measurements.
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subconjunto del total de los datos posibles se
obtiene una desviacion estandar muestral.

La ecuacion (5) presenta el célculo de la desviacion
estandar poblacional, la ecuacion (6) presenta el
célculo de la desviacion estandar muestral.

Z;']ZI X-u)?
N ©)

(6)

Las diferencias de forma entre las ecuaciones se
observa en los simbolos utilizados. La convencion
en el campo de la estadistica es representar la
media poblacional con la letra mi, x del alfabeto
griego [8]; la desviacion estandar poblacional con la
letra sigma, o del alfabeto griego y la desviacion
estandar muestral con la letra s. Las letras Xy N de
la ecuacién (5) representan la totalidad de los datos
posibles a diferencia de la ecuacion (6) que
corresponde a datos muestra.

La diferencia de calculo entre las ecuaciones se
observa en el denominador del segundo miembro.
Cuando se calcula la desviacion estdndar muestral
la division es entre n-1, un nimero mas pequefio
que el que el total de datos n, con el fin de corregir
el sesgo que se produce al utilizar s6lo una porcion
de los datos posibles. Esto se conoce como la
correccion de Bessel [9]. La relacion entre las
desviaciones estandar se muestra a continuacion

s> 0 (7)

La cantidad de datos posibles de una medicion es
infinito, luego entonces, sin importar el nimero de
datos que se generen, siempre se trabaja con una
muestra de los valores de medida. Lo anterior
explica de forma razonable porque la convencién en
metrologia es utilizar la desviacion estandar
muestral s.

Al analizar la ecuacion (6) se observa la interaccion
del error y la media. El primer concepto se
representa con la ecuacién (1) de tal forma que al
sustituir vo por x; y vr- por x se obtiene la ecuacion (8)

el‘:xl‘-)_(f (8)

al sustituir (8) en (6) se obtiene la ecuacion (9)

9)

El concepto de la media se observa en la ecuacién
(9), dentro de la raiz cuadrada, donde se aprecia la
divisién de la suma de n errores que se divide entre
n-1 errores. Esta expresion se conoce como el
promedio del cuadrado de los errores.

Como ejemplo, se calcula la desviacion estandar
para los valores de la figura 2. La tabla 1 presenta
los resultados de los errores por punto de medida.

i X X e e?

1 5.33 5.35 -0.02 0.000 4
2 5.34 5.35 -0.01 0.000 1
3 5.36 535 0.01 0.000 1
4 5.37 5.35 0.02 0.000 4

Tabla 1. Errores por punto de medida.

Segln se observa, para calcular la desviacion
estandar en un grupo de cuatro datos se obtienen
cuatro errores de medida, en el entendido que el
valor de referencia es la media.

Considerando que el objetivo es generar un valor
que represente al conjunto de errores, lo razonable
es calcular la media de los errores, pero esto genera
un problema porque la adicién de los errores en la
columna e es cero. Este fendmeno es natural
porque al estar la referencia en el centro de los
datos, al sumar los errores, estos se compensan. La
figura 3 muestra su representacion grafica

(0%
N
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Fig. 3 Errores en el calculo de la desviacion
estandar en un conjunto de cuatro datos.

De lo anterior se concluye que la suma de los
errores con respecto a la media, expresados como
segmentos de recta, es cero. Algebraicamente se
tiene la identidad (10)

Z;ei =0 (10)
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Para evitar la compensacion lineal de los errores,
estos se transforman a una expresién cuadratica, la
ecuacion (10) cambia a la identidad (11) como la
suma es en términos de areas, lo razonable es
trasladar la representaciéon de los errores a un
gréafico de dos dimensiones.

Z >0 (11)
i=1

Las figuras 4a y 4b presentan los errores de la
tabla 1 en el plano cartesiano.

ed

e3

e3 ed

-e2

Q el

Fig. 4a Plano cartesiano con el origen en la media.

La figura 4a muestra el origen trasladado a la
media de 5.35 mm, que es el valor de referencia
representado por el rombo rojo. Los rombos blancos
representan los errores calculados en la tabla 1,
proyectados de forma simultanea en las abscisas y
las ordenadas. Esta es la representacion grafica de
los errores elevados al cuadrado.

El cuadrante | presenta los errores positivos, el
cuadrante |l presenta los errores negativos, el area
que corresponde al error cuadrado se representa
con la letra a. Las &reas en los cuadrantes | o lll
aportan informacion sobre su ubicacion con
respecto a la media, por ejemplo, el area a2 ubicada
en el cuadrante Il corresponde al error negativo
observado en la medicién de 5.34 mm. La figura 4b
presenta los errores de cada cuadrante.

Los cuadrantes Il y IV corresponden a errores
imaginarios porque cualquier valor registrado en ese
espacio implica que el error tiene dos signos
diferentes de forma simultanea y como ya se indico
en el subapartado 2.1, esto no es coherente en la
expresion lineal. Por ejemplo, el area ax en el
cuadrante Il significa que el valor observado x es
mayor y menor que la media al mismo tiempo, el
registro tiene una representacion simultdnea en el
cuadrante IV que permite registrar un valor menor y
mayor con respecto a la media.

€ +
Cuadrante IV Cuadrant;: 1
Errores imaginarios Errores positivos
(negativos y positivos)
> ex
ax
ex
e . V . o e +
-ex
ax
-ex€
Cuadrante II
Cuadrante I1T Errores imaginarios
Errores negativos (positivos y negativos)

e.
Fig. 4b Errores en el plano cartesiano.

El gréafico de los errores en el plano cartesiano con
el origen en la referencia permite concluir (1) que los
errores positivos se expresan como areas en el
cuadrante |, (2) que los errores negativos se
expresan como areas en el cuadrante lll, (3) que los
cuadrantes Il y IV presentan errores imaginarios ya
gue no es posible observar en una medicién un
error cuyo sentido sea positivo y negativo al mismo
tiempo.

Regresando al calculo de la desviacién estandar, se
tiene entonces que los errores expresados como
areas, presentan la propiedad sefialada en la
ecuacion (11), la suma de areas corresponde al
numerador en la ecuacién (9) de tal forma que el
cociente dentro de la raiz cuadrada es un é&rea
promedio que representa a los errores con respecto
a la media.

El area promedio en la figura 4a es 0.000 25 mm’,
esto es cuando n = 4, el valor corresponde a o°. El
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area promedio no sesgada es 0.000 33 mm’, esto es
considerando n-1 = 3, el valor corresponde a s°.

El parrafo anterior presenta los resultados de las
varianzas poblacional y muestral. Para expresar el
resultado de la desviacién estandar es necesario
transformar los resultados a segmentos de lineas,
calculando la raiz cuadrada de la varianza.

La transformacion de un valor de dos dimensiones a
un valor de una dimension produce dos resultados,
el primero es un valor x con signo positivo, el
segundo es el mismo valor x con signo negativo; es
decir que al transformar el valor cuadratico a lineal
se obtiene un resultado asociado a los signos
positivo y negativo de forma simultanea.

Lo anterior es posible por dos razones, la primera, la
desviacion estandar produce su propia referencia
que esta en el centro del conjunto de datos, por lo
tanto el promedio lineal de los errores tiene ambos
sentidos; la segunda, la desviacién estandar es un
estimador de la dispersion del conjunto de datos,
por lo tanto no esta obligado a pertenecer al
conjunto de los errores reales.

Una vez considerado lo anterior, la desviacion
estandar muestral de los datos en la figura 3 es
0.0182 mm

La figura 5a presenta las areas imaginarias de la
desviacion estandar en los cuadrantes Il y IV del
plano cartesiano.

e +

(-s, +s)

(*s, -s)

e.
Fig. 5a Proyeccion de la desviacién estandar.

Las coordenadas (+s, -s) ¥ (-s, +s) presentan el
orden de los signos para el valor s. Las areas
imaginarias que se proyectan en los cuadrantes | y
[l muestran el area promedio en los campos de los
errores reales.

Considerando lo expuesto, se puede concluir (1)
que el area promedio de los errores es un area
imaginaria, (2) que al considerar los cuadrantes Il y
IV como simultaneos, el &rea imaginaria total es dos
veces el producto del area imaginaria; (3) que las
areas imaginarias conservan propiedades aditivas,
(4) que las areas imaginarias pueden interactuar
con las areas reales al proyectarse sus valores en
los cuadrantes |y Ill.

La figura 5b presenta los segmentos de recta que
le corresponden a la desviacion estandar en un
gréfico lineal donde se puede observar que a partir
de la referencia se presentan el sentido y la
cuantificacion de dos errores de medida de forma
simultanea.

5.33 5.35 537
—< >—>

-0.0182 mm +0.0182 mm

Fig. 5b Desviacién estandar en el gréafico lineal.

La representacion de la figura 5b muestra los
valores ordenados en la forma (-s, +s), en sentido
estricto, esta es la representacion lineal que le
corresponde al cuadrante IV de la figura 5a.

3. RESULTADOS

El error es un tema de interés especial en la
metrologia, esto se observa en los recursos
dedicados para definirlo, clasificarlo y ejemplificarlo
en el VIMy la GUM “. Lo anterior se justifica por los
niveles de abstraccién requeridos para tratar los
conceptos relacionados con el tema (como valor
verdadero, valor realista e incertidumbre) y los
conceptos derivados (como errores sistematico y
aleatorio).

Considerando lo anterior, es razonable pensar que
el aparato de conceptos esta maduro y es funcional,

* Como ejemplos se pueden revisar el sexto parrafo
del apartado 0.1 y las seis definiciones que
empiezan con el vocablo “error” en el VIM (ver
referencia [4]), por otra parte el subapartado 3.2, el
primer parrafo del anexo D, el subanexo D.4 y el
anexo E en la GUM (ver referencia [6]).
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sin embargo aun existe espacio para exponer las
propiedades de los errores que se describen en el
apartado dos de este trabajo. Por lo anterior se
proponen dos definiciones nuevas.

3.1. error real

Error cuya expresion cuadratica en un plano
cartesiano, con el origen trasladado al valor de
referencia, se observa en el cuadrante | o en el
cuadrante IlI.

Nota 1. En un grafico lineal, el error real tiene sélo
un valor y sentido con respecto a su referencia.

Nota 2. Son errores reales: error de medida, error
sistematico, sesgo y veracidad.

3.2. error imaginario

Error cuya expresion cuadratica en un plano
cartesiano, con el origen trasladado al valor de
referencia, se observa de forma simultanea en los
cuadrantes Il y IV.

Nota 1. En un gréfico lineal, el error imaginario tiene
dos valores y dos sentidos con respecto a su
referencia.

Nota 2. Son errores imaginarios: error aleatorio,
repetibilidad, reproducibilidad, precision, precision
intermedia e incertidumbre de medida.

4. DISCUSION

No se deben confundir los conceptos error
imaginario y ndmero imaginario. El primero se
define en funcién del espacio que ocupa en un
plano cartesiano; el segundo cuenta con una
definicién formal en el campo de las matematicas.

En la practica se observa la separacion en el
tratamiento de datos por tipo de errores, por
ejemplo, la ley de la propagacion de las
incertidumbres estd basada en las propiedades
aditivas (de las areas) de los errores imaginarios;
por otra parte, los ajustes de los instrumentos de
medida se basan en el estudio de los errores reales.

La GUM *“da por sentado que todas las
componentes de incertidumbre son de la misma
naturaleza y son tratadas idénticamente” [10], bajo
este punto de vista se justifica que los efectos
sistematicos y aleatorios sean tratados de la misma
forma (ver anexo E.3 de la referencia [6]).

Si, para el caso anterior, se sustituyen los conceptos
de efectos sistematico y aleatorio por errores real e
imaginario, el punto de vista de la GUM ganaria en
claridad al evidenciar la forma en que interactian
los errores en el plano cartesiano, segin se muestra
en la figura 5a.

Por Ultimo, el andlisis de los errores reales e
imaginarios por el método grafico que se propone
aporta elementos didacticos para comprender el
concepto del error aleatorio.

5. CONCLUSIONES

Este trabajo ofrece una explicacién coherente sobre
los errores real e imaginario; también ofrece
herramientas gréficas con potencial didactico para la
diseminacién de los conceptos relacionados con el
error aleatorio; por dltimo se ofrecen dos
definiciones formales que se pueden incluir como
parte del vocabulario de metrologia.
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